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1 Binomialverteilung

1.1 Bernoulli-Experiment

Wann heifit ein Experiment ein Bernoulli-Experiment?

Ve

Bernoulli-Experiment
Ein Zufallsexperiment heiffit Bernoulli-Experiment, wenn es bei jeder
Durchfiihrung nur zwei mogliche Ausgénge gibt. Diese werden als Erfolg
und Misserfolg bezeichnet.
Dabei bleibt die Erfolgswahrscheinlichkeit bei jeder Wiederholung gleich
und wird mit p bezeichnet. Fiir den Misserfolg gilt entsprechend ¢ =1 — p.

J

Was sind Beispiele fiir Bernoulli-Experimente?

1. Der Wurf einer Miinze ist ein klassisches Bernoulli-Experiment. Wir

legen beispielsweise fest, dass Kopf ein Erfolg ist und Zahl ein Misserfolg.
Der Miinzwurf erfiillt die Bedingungen eines Bernoulli-Experiments, da es
genau zwei mogliche Ausgénge gibt und die Erfolgswahrscheinlichkeit bei
jeder Durchfiihrung gleich bleibt.

1
p=g
Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Misserfolg lautet:
1 1
= — = 1 —_—_- = =
q p 2 2
1 Kopf
p =
172 7 zan

Der Miinzwurf ist ein Bernoulli-Experiment, da es genau zwei mogliche
Ereignisse (Kopf, Zahl) gibt und die Erfolgswahrscheinlichkeit p konstant
ist.

. Ein weiteres Beispiel fiir ein Bernoulli-Experiment ist das Ziehen einer

roten Kugel aus einer Urne mit Zuriicklegen, wobei wir das Ziehen einer
roten Kugel als Erfolg festlegen.

3. Es soll gepriift werden, ob ein Bauteil funktioniert oder nicht.
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1.2 Bernoulli-Kette

Wann heifit ein Zufallsexperiment eine Bernoulli-Kette der Linge n?

e
Bernoulli-Kette
Ein Zufallsexperiment heifit Bernoulli-Kette der Linge n, wenn

e cin Bernoulli-Experiment n-mal durchgefiihrt wird und
e die Durchfithrungen unabhingig voneinander sind.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg bleibt bei jedem Versuch
gleich.
-

Dabei wird typischerweise

e ein Ereignis als Erfolg definiert - bei unserem Miinzwurf ist ,Kopf “ein
Erfolg,

e das andere Ereignis als Misserfolg - in unserem Beispiel ist das ,,Zahl “.

Wie konnen wir entscheiden, ob eine Bernoulli-Kette vorliegt?

Beispiel: Betrachten wir einen fairen Miinzwurf, der 8-mal hintereinander
durchgefiithrt wird. Wir versuchen mithilfe der obigen Erlduterung zu entschei-
den, ob es sich um eine Bernoulli-Kette handelt:

e Bei jedem einzelnen der 8 Wiirfe sind genau zwei Ereignisse moglich:
Kopf oder Zahl.

— Es handelt sich um ein Bernoulli-Experiment. /

e Da der Miinzwurf 8-mal durchgefithrt wird, ist hier
n=238
— Das Bernoulli-Experiment wird 8-mal durchgefiihrt. /

e Ob beim ersten Wurf ,, Kopf “oder ,,Zahl “gefallen ist, hat keinen Einfluss
auf den zweiten Wurf. Aulerdem beeinflusst das Ergebnis eines Wurfes
nicht die Ergebnisse des néichsten Wurfes.

— Die 8 Wiirfe sind unabhiingig voneinander. /

e Die Wahrscheinlichkeit fiir ,, Kopf “betrdagt p = 0.5.

— Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg bleibt bei jedem der 8
Versuche gleich p = 0.5.  /
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Alle Bedingungen einer Bernoulli-Kette sind erfiillt: Die einzelnen Wiirfe be-
einflussen sich nicht gegenseitig, es gibt nur zwei mogliche Ausginge und
die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg é&ndert sich nicht. Wir haben ge-
zeigt, dass es sich beim 8-fachen Miinzwurf um eine Bernoulli-Kette der Linge
n = 8 handelt.

Wie erkenne ich, ob eine Bernoulli-Kette vorliegt?

Ein Zufallsexperiment heifit Bernoulli-Kette der Linge n, wenn

e cin Bernoulli-Experiment unter gleichen Bedingungen mehrfach
durchgefiihrt wird,

e die einzelnen Versuche voneinander unabhingig sind und

e die Erfolgswahrscheinlichkeit konstant bleibt. Die Anzahl der
Durchfithrungen wird mit n bezeichnet.

Was sind typische Beispiele?
e Werfen einer Miinze

o Werfen eines Wiirfels

e Ziehen mit Zuriicklegen

1.3 Binomialverteilte Zufallsgrofie
Wann sprechen wir von einer Binomialverteilung?

Die Anzahl k der Erfolge innerhalb der n Versuche ist eine Zufallsgrofie X, die
mit Hilfe der Binomialverteilung beschrieben werden kann.

Binomialverteilung: Beschreibt die Zufallsvariable X bei
e ciner Bernoulli-Kette der Linge n und
e ciner Wahrscheinlichkeit p fiir einen Erfolg
e die Anzahl k der Treffer ,

dann ist X binomialverteilt und es gilt

P(X =k)=B(n;p) = <Z)pk(1 —p)" %  (Formel von Bernoulli).

J

In der folgenden Ubersicht sehen wir die gegebenen und gesuchten Parameter
fiir die Binomialverteilung.
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- ~
Gegeben:

Zufallsgréfie X, die binomialverteilt ist

Stichprobenumfang n

‘Wabhrscheinlichkeit p fiir einen Erfolg
e Anzahl k der Erfolge (Treffer)

Gesucht: Wahrscheinlichkeit fiir k Treffer

- J

Beispiel: Wir betrachten wieder unseren 8-fachen Miinzwurf. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis

A: Es fallt genau 5-mal Kopf.

Losung: Wir haben gezeigt, dass der 8-fache Miinzwurf eine Bernoulli-Kette
der Linge 8 ist.

1. Schritt: Gegeben sind n, p und k. Wir achten darauf, die Parameter richtig
einzusetzen:

n=3_: Stichprobenumfang
p = 0.5: Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg
k =5: Anzahl der Treffer

Zufallsgrofle X: Das ist die Anzahl der Wiirfe, bei denen Kopf fillt. Die Zu-
fallsvariable X ist binomialverteilt.

2. Schritt: Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 5-mal Kopf féllt. Wir
mochten also P(A) bestimmen. Wir setzen in die Formel von Bernoulli ein:

P(X=k)= <Z>pk(1 —p)" % (Formel von Bernoulli).

Mit k =5, n=8 und p = % erhalten wir

pen=rox =~ (YOG -k
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Abi-Hinweis
Es ist vor der Anwendung der Binomialverteilung immer zu priifen, ob das
Zufallsexperiment als Bernoulli-Kette modelliert werden darf.
Ein Antwortsatz kann wie folgt lauten:
e Die Versuche sind unabhéngig,
e es gibt genau zwei Ausginge - Erfolg, Misserfolg |,
e die Erfolgswahrscheinlichkeit bleibt konstant.
Daher liegt eine Bernoulli-Kette vor.
- J

Eine vollstéindige L6sung kann wie folgt aussehen:

Es sei X die Zufallsgrofle, die die Anzahl der Erfolge bei acht Miinzwiirfen

angibt. Alle Bedingungen einer Bernoulli-Kette der Lange n = 8 sind erfiillt: Die

einzelnen Wiirfe beeinflussen sich nicht gegenseitig, es gibt nur zwei méogliche
1

Ausgiinge und die Wahrscheinlichkeit p = 5 fiir einen Erfolg &ndert sich nicht.

So konnen wir die Binomialverteilung direkt anwenden:
X ~ B(8;0.5).

Gesucht ist Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau fiinfmal Kopf fillt:

rec=9=(3)(3) (2)

1\8 1 7
=56 (5) =505 = 3
~ 0.21875.

Antwortsatz: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, das bei acht Miinzwiirfen genau
filnfmal Kopf fillt, betrigt somit 21.9 %.

Die Wahrscheinlichkeit wird mit dem Taschenrechner mit dem Befehl binompdf
berechnet. Der Befehl fiir die Berechnung von P(X = k) lautet:

’ binompdf(n;p;k) ‘

Hinweis:
Ab hier starten die ausfiihrlichen Beispiele und Losungen. Die vollsténdige Ver-
sion des Skripts gibt es auf:

www.mathe-mit-julianna.de



	Binomialverteilung
	Bernoulli-Experiment
	Bernoulli-Kette
	Binomialverteilte Zufallsgröße


